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ENUNTURI

Capitolul A. Functii pozitive. Functii monotone.
Functii convexe

Breviar teoretic

Fie f:[a,b] > R integrabilisi f(x)>0,x € [a,b]. Atunci
j S (x)dx 0.
Fa ie f,g:[a,b] > R dou functii integrabile cu proprietatea cd
f(x)<g(x),x<e[a,b]. Atunci j-f(x)dx Sj‘g(x).
Dacd f:[a,b] >R este integr;bilé si estae indeplinitd conditia
m< f(x)<M,(V)xe[a,b], atunci m(b—a)< jf(x)dx SM(b-a).
Daci f:[a,b] >R este o functie integraabilé, atunci  este

b
[ ()<l (o
Daci f:[a, b]a—>[0,oo) estae integrabild pe [a,5], iar [c,d]c[a,b],
atunci ]i f(x)dx < ‘[i f(x)d.

Daca f:[a,b] >[0,0) este integrabili pe [a,b] si exista

integrabila si

xo€la,b] In care f este continui cu f (x%,)>0, atunci

:[f(x)dx>0.

Inegalitatea lui Cebdsev: Fie f,g:[a,b]—>R doud functii
avind aceeasi monotonie, iar p:[a,b]—[0,0), o functie
integrabild. Atunci are loc inegalitatea:
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ip(x)dx ﬁ p(x)f (x)g(x)de 2 Up(x)f (x)dxj ﬁ p(x)g(x)dxj-
inz:azul cand ) fsi g suntde monot(:nii diferite, ave:n:

ip(x)dx U p)f (x)g(x)dx} < ﬁ px)f (x)deU p(x)g(x)dx}
Punind p(x) _ 1L,(V)x e[a,b], obgine;n: a

a) (b —a)j F(x)g(x)dx 2 i f(x)dxi g(x)dx, daci £ si g au
aceeasiamonotonie; ’ ’

b) (b-a)[ f()g(x)dr < [ f(x)d[ g(x)d, dack f si g sunt de

monotonii diferite;
Egalitatea are loc dacd una din functiile f,g este constantd (cu
exceptia, eventual, a unei multimi numarabile).

e Inegalitatea lui Jensen: Fie f:1 —J,g:J —> R doud functii
continue.

b b
a) Dacd g este convex4, atunci g L I f(x)dx < LJ.g( f(x))dx;
‘ b-a b-a

b) Dacid g este concava, atunci g( I f (x)dx] > —Ig( f(x))dx.

Egalitatea are loc dacd f* este constanta.
o Inegalitatea Hermite-Hadamard: Daca f :[a,b] >R este o

b
functie integrabila si convex, atunci f (g;—_b) < %I f(x)dx <
-a
f(a)+1(b)
5 .

o Inegalitatea lui Young: Fie f:[0,)—[0,%0) o functie continu,
strict crescitoare, astfel incét /(0)=0. Atunci (V)a=0 si
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be f(R,), avem ab< J‘f(x)afx+.|‘f’l (¥)dy, egalitatea obti-

nandu-se daca §i numai daca b= f(a).
e Teorema de medie: Dacd f este continud pe [a,b], g
integrabild pe [a,5],g(x)>0,Vx e [a,b], atunci existd ¢ €[a,b],

astfel incat :[f(x)g(x)dx = f(c)ig(x)dx.

e Teorema de medie (a doua formuli): Fie f,g:[a,6] > R doua
functii cu urmatoarele proprietiti:
i. f este continui pe [a,5];

iil. g(a)>0, gdescrescitoare pe [a b].
Atunci existd ¢ e [a,b] astfel incat J. f(x)g I )| /(%)

o (Weierstrass): Fie f,g:[a,b] >R doua functii cu urmatoa.rele
proprietati:
i. f este continui pe [a,5]

ii. g monotona pe [a,b].

Atunci existd ce [a,b] astfel incat J f (x)g(x)dx = g(a)j. f (x)dx+

o(8)] £ (<)

o Consideram / un interval si f:I—>R o functie convexi.
Atunci au loc urmatoarele proprietiti:
FB,) Pentru pentru orice x,y € lsi a,B[0,1], cu @+ f =1, avem

flax+By)<af(x)+Bf(¥).
B)Pentru orice ael, functia 7, :7/\{a} >R, 7, (x)=

/(x)-1(a)

, este crescatoare.
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5)
f(y)—f(x)sf(Z)—f(y).

i. Dacd x< y <z, atunci

y—x z-y
iLDm5x<y<z,mmd‘ﬂw—f@x§ﬂﬂ_f@%
y-x zZ—X

R,)
i. Notim a=inf1 si b=supl. Atunci f este derivabili lateral
pe I sipentruorice ¢,,¢, € (a,b), cu t, <t, avem:
A RS A ENACYES ALY
ii. Se observi ca derivatele laterale sunt functii crescatoare. Daca
[a,b] este un interval inclus in 1, si u,ve[a,b], cu u<v,

atunci —Msﬂ(a)sﬂ(u)S%Sﬂ(v)sfs'(b)SM

unde M =max{|fd' s|fo (b)|}

i) f(x)= f(x)+(x—%) S (%):(V)x, % € 1. in cazul in
care f este de derivabild pe I, atunci f(x)>f(x,)+(x-x,)-
(%), (V)x,x, e 1.

e Fie f:R—>R o functie continué periodicd, de perioadi 1 si o

un numdr irational. Atunci Lim — ( (2)+ f(2a)+..+ f (na))

[ £ (x)a.

1]

1
o Functia beta: Pentru x>0,y > 0,B(x,y)= jt"“ (1-2) =

% 11 12
J' >*t.cos™" t. Valori particulare: B( )-n’,B(—,—)=
) 272 3’3

8 ,B(x,n)=

i 7, (1 3] J_B(xl) B(x,l—x)=

sin(7x)
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(l’l—l)! N - =w _—
x(x=1)(x-2)r(x+n-1)’ N, B(m,n) (ran ) ™"

Teorema lui Fleet: Fie f:[a,b] >R o functie derivabild pe
[a,b] astfel incat f'(a)= f'(b). Aritati ca existd ce(a,b) astfel
incét f'(c)zw

c—a .

o Daci f:[a,b] >R este o functie de clasi ", atunci

hm,{; F(a-223 f(ai(b;_a)n=_<b—a)<f(b)—f(a>>_

=0 = 2

e Dacd f:[a,b] > R este o functie de clasi C?, atunci:

limn{n[j‘f dx——Zf[ (bn_a)])+(b_“)("’r(b)_f(“))]:

= - 2

~(6-a)’(/'(8)~1"(a))
12 '
o Daci f:[a,b] >R este o functie de clasa ¥, atunci:

l'%”z[j dx__z f[ (2%- l(b a))jz(b—af(f'z(f)- 1)

e Teorema convergentei dominate: Fie M >0, f, :[a, b] — R un

a

sir de functii integrabile convergent (punctual) citre o functie
integrabild f:[a,b] > R astfel incat n(x)|SM,(V)neN, (V)xe

b b
[0,6]. Atunci Lim [ f, (x)dbx = [ f (x)d.
Probleme rezolvate

R.A.1. Se considerd f :[a,5] — R o functie derivabila, cu derivata
continud, astfel incat f(a)= f(b)=0. Aratati ca are loc inegalitatea:
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asggf(f)%'iif’(x)ki"-

Solutie. Avem | f (x)|= j f'(t)at

si , de unde

< [l [l o -
Jlr s (v elaol. s, sup 7 () <+l (o

R.A.2. Dacd f:[a,b] > R este o functie derivabila cu f' continua
b
L <

b_—a-!f(x)dx <

20/ (%) =‘j oL

j:f'(t)dt

b
pe [a,b], demonstrati inegalitatea 0 < ﬁ_‘!‘ f (x)ldx—

b a

- Sup | f! (x)l

sj’|f(x)|dx, deci OSL-ﬂf(x)ldx-

jf(x)dx ;

Solutie. Avem

L.ff -

Ma1 departe, vom calculaj £ x)dx+j t-a)f'(¢)dt-

b

x)dt = J-f x)x +(x—a) x—J.f(x)aix+(b—x)f(x)—

fo=)
J- (x)dx=(b—a) f(x), de unde obtinem |(b—a)f( )<
!

(t-a)f (t)dt-j(b-t) £ ()] <

j.(b—x)|fv (t)|dt, rezultd (b—a)-_b”f(x)ldx— (6-a)

i £ () <
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- -0l 0 prs 52 o,

ceea ce incheie demonstratia.
RAJ3. Fie f:[0,1]] >R o funcie continud, astfel fincat

[#7 (x)ds

0

1
Ixf (x)dx =0. Demonstrati inegalitatea

0

<1 5 max|f (x)|

Mathematical Reflections
Solutie. Cu ajutorul formulei de integrare prin parti, putem scrie:

ifo(x)dx - Ix[zy(t)dt]dx - j(j,f(t)d,j o <

0

mflf (f)ldfjabcsgglggﬁlf ()] IU td}dx:—gel[m] ax| £ (¥)] '([xzdxz
xe[Ol]‘ (= )|

R.A4. Fie M multimea functiilor f:[0,1] >R derivabile cu

f(0)=0si f(1)=1. Demonstrati ca ﬂf'(x)—f(x)!dle, (V) feM.
. e
S. Birdus

Solutie. Cum (e"‘f(x))l =e” (f'(x)—f(x)),(V)x €[0,1], putem
scrie _!.|f'(x)—f(x)|cbc = !e" (e"‘f(x))'

'(i;(e'xf(x))dx} = |e_lf(1)’ - —

R.A5. Fie f: [a,b] — R derivabila cu derivata continui. Sa se arate

(e "f(x))’dx >

ca:
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.\e[O. I]

J o | ot O el o
’ Cezar Lupu

Solutie. Avem :[f(x)dx=i.(x—a)'f(x)cbc=(b—a)f(b)—j(x—a f'(x)dx

iar din teorema de medie existd ¢, € (a,b) astfel incat I(x—a)f '(x)dx =

f'(cl)'j‘(x—a)cbc=f'(cl)(b—2a) , de unde

jf(x)dx=(b—a)f(b)— () (b—a)2 . In mod analog, exista

2
cze(a,b), astfel incét j{f(x)dx=(b—a)f( )+f(01)(b a)

Astfel, inegalitatea de demonstrat devine:
a+b a+b) (b-a)2 a+b) atb) (b—a)2
( 2 a)f( 2 ) A (b 2 M\ 7))

b-a) b- a b-a
%|f'(cl)+f' (e) <2 ﬁg[%ﬁﬂf (x)| ( ( 4 ) xe[01]| (x )|

R.A.6. Fie C multimea functiilor 1ntegrab11e £:[0,1]] > R, astfel
incat 0< f(x)<x, oricare ar fi x €[0,1]. Definim functia V:C >R

1 1 2

Prin V(f)= I 1 (x)dx—U f(x) dxj ,f €C. Determinati urmitoarele
0 0

multimii:

a) {V'(f,)|0sa<1}, unde f,(x)=0, dacd 0<x<gq, si f,(x)==x,

dacd a<x<l1.

b) {V (£)|f eC}.
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2 3 _ 2} 2
Solutie. a) V(ﬁ,):szcbc—“xde _1-a _(1 a’)a ,

3 4
5(3-5 =
de unde max ¥ (f,)= ( >, care se obtine pentru a = V5 -
ag[0.1] 24
5(3-5
Rezultd ci V(f;) = |:O, (—24—):|

b) Fie f € C. Vom arita ci existd a [0,1] astfel incat V(f)<V (/)

Fie a= #l ZIf x)dx €[0,1]. Avem jj 1_203=j‘f(x)dx.

Mai departe, V(ﬁ)—V(f):!((ﬁ,( x) )a'x Ixf (x)-

f(x))zdx > jx(fa(X)—f(x)).Notéim g(x)=1,(x)-f(x),x<[0,1].

0
< f(x)sx !

Daci 0<x<a, atunci jg(t)dt =_1[(fa (1)—f(¢))de = Jl'fa(t)dt—

J‘f(t)afxzj.fa (t)dt—jf(t)cbc=0, iar pentru a < x<1, avemjg(t)dt:

j(t-f(t))dx. in final, cum ng(x)dx=‘(l[[jg(t)dt]dx203

1

jxg x)dx=j.[j.g(t)dt}tr20:>V(f)SV(fa)3{V(f)|feC}=V(fa).

0
R.A.7. Fie f:[0,1]> R o functie derivabili, cu f' marginitd pe

2 1 G
[0,1]. Aratati c3 are loc inegalitatea %— Sj f z(x)dx—[ I f (x)dx) <];/[_2
0 0
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unde m = |f (x)|, lar M = sup |f (x)|

erl 01]

Dinu Serbanescu
Solutie. Pentru x, y [0,1], cu ajutorul teoremei lui Lagrange, exista

¢,, €(min(x,y),max(x,y))  astfel incat  (f(x)- f(y))2 )
(7(e)) (r=3) = (x=2) <(£()-1 O < M2 (=2)' =

ool s o

m2 1 1 Z MZ
—6—S Z(J’fz(x)afx— (jf(x)dx] S-—6—
0 0
R.A8. Fie f:[0,0)—>[0,0) o functie integrabild. Aritati ci

If(x)dxiﬁ (x)dx < Iﬁ (x)x

Laurentiu Panaitopol
Solutie. Din inegalitatea lui Schur de gradul al I1l-lea, avem:

P @)+ L)+ ()37 () (0)7(2)= (5 f()+ £ () () +
PO LRI O) £ (@) )4 £2(2)f (), (V)% 7.2 €[0,), de unde

prin integrare in functie de cele trei variabile, obfinem:

3jf (x)dx+3Uf(x)de > 6_[f (x)dx _[f(x)aix

Jensen
6 I f2(x)dx- .[ f(x)x< 6“‘ /2 (x)dx, ceea ce incheie demonstratia.
0 0 0

Noti: Daci 0<x, <x, <..<x,, atunci pentru &, >0, n—uplurile
(x1 JXS ey X ) si (xl” X ey X ) sunt de aceeasi monotonie.
Aplicand inegalitatea lui Cebdsev, avem:

1
—(xf +x5 +..+ xf,’)- (x{’ +x? +...+xf)s(xl‘“" +x3*? +...+x;”ﬁ).
n



