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ENUNTURI

Capitolul A. Funclii pozitive. Funclii monotone.
Funcfii convexe

Breviar teoretic

Fie f :la,bl-+ IR integrabilS Ei "f (*) ) 0,x ela,bl. Atunci
b

I r(.W.0.
Fie f , g :la,bl-+ IR. doud funcfii integrabile cu proprietatea cd

bb

f (r) = s (*),* ela,bf. Atunci I f (-W< Js (r).

Dacdt f :la,b)-+ lR este lntegraUita qi este indeplinit6 condilia
b

* < f (*) < u,(v) x efa,bl, arunci m(b - a) < I t (.W < M (b - q).

Dacd /:[a,b]-+JR. este o fi.rnc,tie iotegruUite, atunci este

integrabird rtli rc *l= iV AW
o Dacd f ,lo,b] -+ [0, "o) este integrabilS pe lo,bf , iar lc,dlcfa,bf,

db
atunci ItAWr[f(-W.

o Dac[ f :la,bl-+ [0,*) este integrabil6 pe l",bl gi exist[

xoela,b] in care f este continud cu -f (*o)>0, atunci
b

Ir(.Y*,o.
o Inegalitatea lui Cebdsev: Fie f,g:la,bl-+R doud funcfii

avdnd aceeaqi monotonie, iar p:la,b]-+[0,o), o funcfie
integrabil5. Atunci are loc inegalitatea:
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Functii pozitive. Funclii monotone i--:: tt-v'eXe

o-b

b€ /(R.), avem aO < ! f (xW* [ f-' (y)ay, egalitatea obli-
00

ndndu-se dac6 qi numai dacd, b = f (o).
o Teorema de medie: Dacd f este continud pe lo,bl, g

integrabild pe fa,bf , S (x) > O, Vx efa,bl, atunci existl c ela,bf ,

bb
astfer incat I t (.) r(.W = t (")[ s(r\fu.

o Teorema de medie (a doua formuli): Fie f , g :la,bf-+ lR doud

funclii cu urmdtoarele proprietifi:
i. f este continud pe fa,bf;
ii. s(")>0, gdescresc[toare pe fa,bl.

bc
Atunci existi c ela,bl astfel ncat I f (x) s(-\P = s(r)l f @W.

o (Weierstrass): Fie f , g :la,bl- m. aora funclii .., #5to*"1"
proprietilfi:

i. / este continu6 pe fa,bf
ii. g monotondpe la,bl.

bc
Atunciexistd cela,blastfel incat lf @)s(*p=s@)lf (*W+

b

s(b)[f@w.

o Considerdm I un interval gi /:1+1R o funclie convex6.
Atunci au loc urmdtoarele propriet5fi:

{) Pentrupentru orice x,yeI;i a,B e[o,t], ct d+f =1, avem

f (a'+ 0y)<of (*)+ 0"f (y).
Pr)Pentru orice aeI, funcfia ro:f\{a}-+lR, ,.(*):
f (*)- f (r), 

este crescdtoare.x-a
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x(x-t)(x -2).....(x +r -1)' (m+ n-t)t '

Teorema lui Fleet: Fie f ,lo,b]-+ R

la,bl astfel incdt f '(")= f '(b). Iu:dltati

incdt f'(c1=f(4--J-@-

o Dacd f :la,bf -->R este o funcfie de clas6 d\, atunci

,ix(i r r.) * - +Zr! . W?)) =
(b - a)(f (b)- f (,))

Dacd f :la,bl-+ lR este o funcfie de clasd

nl,(i,(4tu-+l;,(,.w?))r
-(o-o)'(t,(o)- t,(,))

s*(irQ)*-+2,(,.@+-4))=

11 Funclii pozitive. Funclii monotone. Fun@ @{lvexe

(m-t)t(n -ry',
nGN*, B(m,n)=

o funcfie derivabila pe

cd exista c e(a.b) astfel

C4 , atrxtci:

lnegalitdti integr-: :

Solutie. -" .--

(n-t)t

t2

Dacd f :la,bl-->R este o funclie de clasd C\, atunci:

(t-o)'(t,(t1- t,1r11

24

o Teorema convergen{ei dominate: Fie M>0,f,,1o,b]+lR. un

Eir de funcfii integrabile convergent (punctual) cdtre o funclie

integrabild f :la,b]-+ IR astfel incdt lf, (r)l < u,(V)ne N, (V) x e
bb

la,bl. Atunci trm I f,@) * = ! t (.Y*.

Probleme rezolvate

R.A.l. Se considerd f :lo,bl-+ R o funcfie derivabil6, cu derivata

continud, astfel incet f (a)= f (b)=0. Ardtati cd are loc inegalitatea:
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13 Funclii pozltive. Funclii monotone. Funclii @nvexe

i(io - ov' Q\*Y.-f[it,-,lt r olo,Y. 
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ceea ce incheie demonstrafia.
R.A.3. Fie f ,lO,t]-+ IR o funclie continud, astfel incAt

i *W= 0. Demonstrali inega ritateali o t aWl = * fm trt.ll
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15 F;ill :t:: ,: :--:: -:'l:cne, Functii convexe

sorufie. i v (f") :! *'*-([-*)= : t- ai _ (t - o')o=

de unde Tftfir (f,,, 
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b) Fie f .C. Vom ardta cI existd a ef1,l] astfel incet rff)<Ir(f,).

Mai deparre, t,(f.)-t,(fl= i(u @))'-(f (4)'w= 
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R.A.7. Fie f:[O,t]-+lR. o funcfie derivabild, cu f' mtuginttdpe

[0, r] . eratafi cd are loc inegalit ur"u ( < [ t' (rYr -fi , AW\' ,* ,-- ----o---------- 12' o \o ) - tz'
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